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Ḡ �
����� %	�
� .
�����
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!
� %����

E 20× 1010 N/m2

ρv 7800 kg/m3

Ds 560 KNm

!
� #��������

E 7.1× 1010 N/m2

ρv 2700 kg/m3

Ds 237 KNm

�
��
� �
 
��

h 2.54× 10−2 m

ν 0.3

κ2 0.85

C0 1481 m/s

ρ0 1000 kg/m3

Q 4������ 5 
�� 200 MN

T 4������ 5 
�� 200 MN

U 4������ −10 
�� 10 m/s

K0h 0.05

K0L 0.1� π 
� 2π

γ 4������ 0 
�� 2.2

��
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"��� �..��	��

�� �	�� 
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���� 
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����� �
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��� �
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�	� �
��� �
��� �
��
��� ��
� �	� ����
���� ����
��� $	��

Π =
1

2
Re

(∫
s

psv
∗dS

)

�	��� ps �� �	� ����
�� ��������� v∗ �� �	� �
����� �
�=��
�� 
� ����
�� ���
���� 
�� S ��

�	� 
��
 
� �	� �
��
���� ����
���

��� � #	!�
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	����
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�

w̃(ξ) =
∫∞
−∞w(x)e−iξxdx

w(x) = 1
2π

∫∞
−∞ w̃(ξ)eiξxdξ

�/�, 

$	� ��
��
� ��
���
�� �
��
���� ξ� 	
� �	����
� �������
��� 
� �	� �
�� ������� 
��

�	� �
�� ������ ����
��� 
� ��������� w(ξ)� �� ������ �	� ���������<� ����
��� �� �	�
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 ��
� ���=��� �
 
 �
���� �

�

)�) ���%*�"��� 

����� ���!��!�� ��7�
�
	�

$	� �
��
� 
� 
� ������� ��
� ������� �� 
 �
��� 
� �����	 ,> �
���� 
� 
 ����
���

����� V �� �
����
���� $	� ��
���� �� �
�������� �� ��
C�������
�
� �
�����
� �
C


����
�� ������ ���	 xC
��� ����� �� �	� 	
��G
��
� �������
� 
�� yC
��� �� �	� ������
���

���
�� �
������ �������
�� 
� ���� �� !����� ,�/� $	� ��
� 
������� �	� ��
�� y = 0�

$	� ��
�� y > 0 �� ����� ���	 
� 
�
����� ������ ��
���� 
�� ��� � $	� �
���� �
���

�
� �� 
������ �
 ��1

# ����
�� ����������� ���� �
��� ����� ��

f(x, t) =
f0
2L

[H(x− V t+ L)−H(x− V t− L)]ejωt �,�/
 


�� 
 �
��� �
��� ����� ��

f(x, t) = f0e
jωtδ(x− V t) �,�/� 

�	��� f0 �� �	� �������	 
� ������
� �
��� ��� ���� ����	� H(x) �� �	� 6�
������ ����

������
� 
�� δ(x− V t) �� 
 '���
 ������
��

����� "	����
�� -8!��
	�

$	� ����
��
� �5�
��
� �
� �	� ��
���� ��
�� ��������� �
�
��
�
� ������
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�������
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� �F����� 
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ĒI
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρvh

∂2u(x, t)

∂t2
− ρvI

(
1 +

Ē

κ2Ḡ

)
∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+ ρvI

ρv
κ2Ḡ

∂4u(x, t)

∂t4

=

(
1− ĒI

κ2Ḡh

∂2

∂x2
+

ρvh
2

12κ2Ḡ

∂2

∂t2

)
[f(x, t)− p(x, y = 0, t)] �,�,
 

�	���

u(x, t) �� �	� ��
������� �����
������ 
� �	� ��
�

Ē = E(1 + ηj) �� �	� �
����� ��
���� �
�����

E �� �	� ��
���� �
�����

η �� �	� �
�� �
��
�

Ḡ = Ē/2(1 + ν) �� �	� �
����� �	�
� �
�����

I = h3/12 �� �	� ��
�� �����
�
� �
���� 
� ������
 ��� ���� ����	

h �� 	���	� 
� �	� ��
�

ν �	� (
���
�<� �
��


ρv �� �	� �
�� ������� 
� �	� �
����
�

κ2 = π2/12 �� �	� ��
�� �����
�
� �	
�� �
��
� 
� �	� �	�
� �
������
� �
��
�

p(x, y = 0, t) �� �	� 
�
����� �������� 
����� 
� �	� ��
�<� ����
��

!�
� �	�� �5�
��
� �
��
� �	��� �����
� �
���1

�
 9��
���� ����1 �� �	� �F��� 
� �
�
�� ������
 �� �
�������� 
�� �	� �F��� 
� �	�
� ��

���������� �	� )
�����	 ��
� �
��� ������� �	��	 �
���
��� �
������ �	� 
��������
��
�


� �
���
� ���5������� �� �	� �����C4���
���� �
���� $	�� �5�
��
� �,�,
 ������� �


ĒI
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρvh

∂2u(x, t)

∂t2
− ρvI

∂4u(x, t)

∂x2∂t2
= [f(x, t)− p(x, y = 0, t)] �,�,� 

�� 8���	 ;���1 �� �	� �F��� 
� �
�
�
�� ������
 �� ��������� 
�� �F��� 
� �	�
� 
� �	�

���
��� ��9����
� 
� ��
� �� �
��������� �5�
��
� �,�,
 ������� �


ĒI
∂4u(x, t)

∂x4
+ρvh

∂2u(x, t)

∂t2
− ĒIρv

κ2Ḡ

∂4u(x, t)

∂x2∂t2
= (1− ĒI

κ2Ḡh

∂2

∂x2
)[f(x, t)−p(x, y = 0, t)]

�,�,� 
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� ����1 �� �� ������� �	� �F��� 
� �
�	 �	�
� 
�� �
�
�
�� ������
 ��


��
�� �	� ��
����
� �����C4���
���� ��
� �
����

ĒI
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρvh

∂2u(x, t)

∂t2
= [f(x, t)− p(x, y = 0, t)] �,�,� 

����� 2	!����� �	��
�
	��

$	� �������� ����������
� ������� �� �	� ����
���� ��
� �� �	� 
�
����� ������ ��

���
��� �� p(x, y, t) 
�� �
������ �	� �
�� �5�
��
� �� ��
C�������
�
� ��
��� ����� ��

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− 1

C2
0

∂2

∂t2
)p(x, y, t) = 0 �,�0 

�	��� C0 �� �	� �
��� ����� �� �	� 
�
����� �������

�� ρ0 �� �	� �
�� ������� 
� �	� 
�
����� ������� �	� �
���
�� �
�����
� 
� y = 0 ��

����� ��

ρ0
∂2u

∂t2
= −∂p

∂y

∣∣∣∣
y=0

�,�@ 

���� �����
	����
	�

4� 
������� �	� ��
��
� !
����� ��
���
��
��
� 
� ��������� �� �5�
��
� �/�, 

FT () =

∫ ∞

−∞
()eiξxdx

���	 ξ 
� �	� �
�� ������ �
��
���� �	� �
��� ������
� �� �
�� ������ �
�
�� �
� ��

������� 
�

f̃(ξ, t) = f0
sin(ξL)

ξL
ej(ω+ξV )t = F (ξ)ej(ω+ξV )t �
� 	
��
��� ���� �
���

f̃(ξ, t) = f0e
j(ω+ξV )t = F (ξ)ej(ω+ξV )t �
� 
 �
��� �
���

�,�A
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�	��� �	� ��
���
���� �����
������ �� ������� 
�

Ũs(ξ, t) = Us(ξ)e
j(ω+ξV )t �,�A� 


�� �	� ��
���
���� �������� 
�

P̃ (ξ, y, t) = P (ξ, y)ej(ω+ξV )t �,�A� 

$
���� !
����� ��
���
��
��
� 
� �5�
��
��,�0 
�� ����� �5�
��
� �,�A� �� ���

(
∂2

∂y2
− ξ2 − j2(ω + ξV )2

C2
0

)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0

(
∂2

∂y2
− ξ2 +

[
ω + ξV

C0

]2
)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0 �,�* 

'������ M(= V/C0) 
� �	� .
�	 ������ 
�� K0(= ω/C0) 
� �	� 
�
����� �
�� �������

�5�
��
� �,�* �
� �� ��������� 
�

(
∂2

∂y2
− {ξ2 − [K0 + ξM ]2}︸ ︷︷ ︸

K2
y

)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0

�	��� Ky �� ������ 
�

Ky =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−j
√

ξ2 − (K0 +Mξ)2 for ξ2 > (K0 +Mξ)2

√
(K0 +Mξ)2 − ξ2 for ξ2 < (K0 +Mξ)2

�,�E 

%����
��� �
���� !
����� ��
���
��
��
� 
� �5�
��
� �,�@ 
�� ����� �5�
��
� �,�A� 
��

�5�
��
� �,�A� �� ���

−ρ0(ω + ξV )2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t = −P (ξ, y)

∂y
ej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

�,�+ 
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���� , 4�
� .
���

!
� �
��� �������� 
� �	� ����
�� (y = 0) ��
� �5�
��
� �,�@ �� ���

P (ξ, y) = P (ξ, y = 0)e−jKyy

6���� �5�
��
� �,�+ ���� �
����� 
�

−ρ0(ω + ξV )2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t = −P (ξ, y = 0)e−jKyy

∂y
ej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

= −P (ξ, y = 0)(−jKy)e
−jKyyej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

= −P (ξ, y = 0)(−jKy)e
j(ω+ξV )t

%����������

P (ξ, y = 0) = −ρ0
(ω + ξV )2

jKy
Us(ξ)

= jρ0
(ω + ξV )2

Ky
Us(ξ) �,�B 

����( �	�%
��� "	����
�� -8!��
	�

$
���� 
 !
����� ��
���
��
��
� 
� �	� �����
�� ��
� �5�
��
�� �
� �5�
��
� �,�,
 � ��

���

ĒIξ4Us(ξ)e
j(ω+ξV )t − ρvh(ω + ξV )2Us(ξ)e

j(ω+ξV )t − ρvI

(
1 +

Ē

κ2Ḡ

)
ξ2Us(ξ)e

j(ω+ξV )t(ω + ξV )2

+ ρvI
ρv
κ2Ḡ

Us(ξ)e
j(ω+ξV )t(ω + ξV )4

=

(
1 +

ĒI

κ2Ḡh
ξ2 − ρvh

2

12κ2Ḡ
(ω + ξV )2

)
[F (ξ)ej(ω+ξV )t − P (ξ, y = 0)ej(ω+ξV )t]

[
ĒIξ4 − ρvh(ω + ξV )2 − ρvI

(
1 +

Ē

κ2Ḡ

)
ξ2(ω + ξV )2 + ρvI

ρv
κ2Ḡ

(ω + ξV )4
]
Us(ξ)

=

(
1 +

ĒI

κ2Ḡh
ξ2 − ρvh

2

12κ2Ḡ
(ω + ξV )2

)
[F (ξ)− P (ξ, y = 0)] �,�/- 
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[
ĒIξ4 − ρvh(ω + ξV )2 − ρvI

(
1 +

Ē

κ2Ḡ

)
ξ2(ω + ξV )2 + ρvI

ρv
κ2Ḡ

(ω + ξV )4
]

︸ ︷︷ ︸
����� ����	�
�� ���
���
 = Zm

Us(ξ)

=

(
1 +

ĒI

κ2Ḡh
ξ2 − ρvh

2

12κ2Ḡ
(ω + ξV )2

)
︸ ︷︷ ︸

ZF

[F (ξ)− jρ0
(ω + ξV )2

Ky︸ ︷︷ ︸
�������� ����	�
�� ���
���
 = Za

Us(ξ)] �,�// 

:� ��
��
����� �	� ����� �� ���

Us(ξ) =
ZFF(ξ)

Zm + ZFZa

�,�/, 

�	���

� )�� ����
��� !�.��	��� E.��	��� ?Za@ �
� �	� ���
�����
 ����� 9��
����

����� 8���	 ���� 
�� :�
�	!;�	�
�

� ���� �� ����� ��

Za =
jρ0(ω + ξV )2

Ky
�,�/0 

� )�� &�	�� !�.��	��� E.��	��� ?Zm@ 
�

Zm = ĒIξ4 − ρvh(ω + ξV )2 − ξ2ρvI

(
1 +

Ē

κ2Ḡ

)
(ω + ξV )2 + ρvI

ρv
κ2Ḡ

(ω + ξV )4

... T imoshenko beam �,�/@
 

Zm = ĒIξ4 − ρvh(ω+ ξV )2 − ξ2ρvI(ω+ ξV )2 ... Rayleigh beam �,�/@� 

Zm = ĒIξ4 − ρvh(ω+ ξV )2 − ξ2
ĒIρv
κ2Ḡ

(ω+ ξV )2 ... Shear beam �,�/@� 

A0



�	
���� , 4�
� .
���

Zm = ĒIξ4 − ρvh(ω+ ξV )2 ... Euler−Bernoulli beam �,�/@� 

� )�� ?ZF @ ��

ZF = 1+
ĒI

κ2Ḡh
ξ2 − ρvh

2

12κ2Ḡ
(ω + ξV )2 ... T imoshenko beam �,�/A
 

ZF = 1 ... Rayleigh beam �,�/A� 

ZF = 1+
ĒI

κ2Ḡh
ξ2 ... Shear beam �,�/A� 

ZF = 1 ... Euler−Bernoulli beam �,�/A� 

�5�
��
� �,�/, �� �	� ��������
� �	
� ����� �	� ��������
� ����
��� �� �	� ���5�����

�
�
��� ?��	 �	� ��������
� ����
��� ��
�� �	� 
�
����� �
��� �
� �� �
����
���� ?�

�	
�� �
� ������� �	� ���	
�
�
�� 
� ������ �	� �
�
� 
�
����� �
����

����* �	��� '�	!��
� 0	)��

$	� ���� 
���
��� �
��� ��������� �� ����� �� .
��� 
�� ���
�� �/B*+ 
�

Ī =
1

T

∫ T

0

PV dt or Ī =
1

2
Re[PU̇∗

s ]

�	���

Ī �� �	� ���� 
���
��� �
��� ���������

P �� �	� �
��� �������� 
� �	� ��
� ����
��

U̇∗
s (ξ, t) �� �	� ��
� ����
�� ���
���� 
� �
�=��
��
�

A@
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U̇s(ξ) =
dUs(ξ)

dt
= j(ω + ξV )Us(ξ) �,�/* 

�� 
���� �
 ��� �	� �
�
� 
�
����� �
��� �Π � �	� ����
�� 
�
����� ��������� ����������
�

����� �
 �� ������
��� 
��� �	� ������� �����	 
� �	� ��
� 
�

Π =

∫ ∞

−∞

1

2
Re[P (ξ, y = 0, t)U̇∗

s (ξ, t)]dξ

��
� ������������ �	� �
��� �������� �5�
��
� �,�B 
�� �
����
���� �	� ����
�� ���
����

����� �5�
��
� �,�/* � �	� �
��� �
��� �
��
��� ��� ���� ����	 
� �	� ��
� �
� ��

��������� 
� ��������� �� #������� C # �
 �����

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ∞

−∞

(ω + ξV )3

Ky
|Us(ξ)|2dξ

]
�,�/E 

>������� �	� ����� �
 ����
��� �
��
� 
� �	� �
���� �

�� �	� ������ ���	�� �	��	 Ky ��

��
� �� ����� ��

ξ1 =
−K0

1 +M
≤ ξ ≤ ξ2 =

K0

1−M

$	�� 
��
�� �� �
 ������� �	� ��������
� �
� �	� �
��� �
��� 
� �5�
��
� �#�/* ����

#������� C # �
� ���
���� �����
��
� ����
����� ���
� 
�

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ξ2

ξ1

(ω + ξV )3

Ky

|Us(ξ)|2dξ
]

�,�/+ 
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W =

∫ ζ2

ζ1

α3β

∣∣∣∣ZFF (ξ)

∣∣∣∣2|D|−2dζ

����� �	� ��5������ �
�C�������
�
� �
��� ��� �	� ������� �
�� 
 �
���� 	
��
��� �
��� 


����� 
� �	� ��
� �	� 
�
�� ��������
� ��������� �


W =

∫ ζ2

ζ1

α3β

∣∣∣∣ZF
sin(ζK0L)

ζK0L

∣∣∣∣2|D|−2dζ �,�/B 

�	���

ζ1 =
−1

1 +M
≤ ζ ≤ ζ2 =

1

1−M

α = 1 +Mζ

β =
√

α2 − ζ2

D = β(D1 −D2 +D3) + jD4

$	� ��������
� �
� D1, D2, D3, D4 
�� ZF �
�� �
��� 
� �	� ���� 
� �	� ��
� 
� �����

�
 ���
�����
 ����1

ZF = 1 +
2(1 + ν)γ4

κ2

(
C0

CL

)2[
ζ2 − 1

1 + ηj

(
C0

CL

)2

α2

]
D1 = γ4ζ4(1 + ηj)

D2 = α2

[
1 + [1 +

2(1 + ν)

κ2
]γ4ζ2

(
C0

CL

)2]

D3 =
2(1 + ν)

κ2(1 + ηj)
α4γ4

(
C0

CL

)4

D4 = ZF
α0α

2

γ2

A*
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�� 9��
���� ����1

ZF = 1

D1 = γ4ζ4(1 + ηj)

D2 = α2

[
1 + γ4ζ2

(
C0

CL

)2]
D3 = 0

D4 = ZF
α0α

2

γ2

�� 8���	 ����1

ZF = 1 +
2(1 + ν)γ4

κ2

(
C0

CL

)2

ζ2

D1 = γ4ζ4(1 + ηj)

D2 = α2

[
1 +

2(1 + ν)

κ2
γ4ζ2

(
C0

CL

)2]
D3 = 0

D4 = ZF
α0α

2

γ2

�� :�
�	!;�	�
�

� ����1

ZF = 1

D1 = γ4ζ4(1 + ηj)

D2 = α2

D3 = 0

D4 = ZF
α0α

2

γ2

�5�
��
� �,�/B �� ���� �
� ������
���� 
 �������
� 
�
����� �
� �	� ��
� �
���� $	��

�������
� 
�
����� �� ��������� �� �	
���� A �����
�� A�A 
�� A�*�

AE
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��� �� 
������ ���	 �	�
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� 
�� �	� yC
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4��
��� �	� 9

���� ����
� �� ���� �
��
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��
��� ���	 ��� �����	� 
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 ��������
��
��

�� 
�����1

� $	� ���
��
��
� 
�� �

���� �
 �
� �
�� 
��
�� �	� ����
��

� $	� ��������� ��	
��� ���� 
 ��
�� ��������� �� �	� $��
�	���
C.����� ��
�� �5�
C

��
��

� #� �����
��
� �
��� 
� �����	 2L �
���� 
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� �	�

����
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���� $	� 
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��� �
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 ����
�� ����������� ���� �
���� ����� ��

f(x, t) =
f0
2L

[H(x− V t + L)−H(x− V t− L)]ejωt �0�/
 


� 
 �
��� �
��� ����� ��

f(x, t) = f0e
jωtδ(x− V t) �0�/� 

�	��� f0 �� �	� �������	 
� ������
� �
��� ��� ���� ����	� H(x) �� �	� 6�
������ ����

������
�� 
�� δ(x− V t) �� 
 '���
 ������
��
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�

(
∇2 − ρv

κ2G

∂2

∂t2

)(
Ds∇2 − ρvh

3

12

∂2

∂t2

)
u+ ρvh

∂2u

∂t2

=

(
1− Ds

κ2Gh
∇2 +

ρvh
2

12κ2G

∂2

∂t2

)
[f(x, t)− p(x, y = 0, t)] �0�, 

!
� 
 
�� �������
�
� ��
��� ∇ = ∂
∂x

� 
�� �	� $��
�	���
C.������ ��
�� �5�
��
� ��


��
���� 
�

Ds
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρvh

∂2u(x, t)

∂t2
− ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+ ρvI

ρv
κ2G

∂4u(x, t)

∂t4

=

(
1− Ds

κ2Gh

∂2

∂x2
+

ρvh
2

12κ2G

∂2

∂t2

)
[f(x, t)− p(x, y = 0, t)] �0�0 

�	���

u(x, t) �� �	� ��
������� �����
������ 
� �	� ��
��

Ds =
Eh3

12(1−ν2)
�� �	� 9����
� �������� 
� �	� ��
��

E �	� ��
���� �
�����

G = E
2(1+ν)

�� �	� �	�
� �
�����

I = h3
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�
� �
���� 
� ������
 ��� ���� ����	

h �� 	���	� 
� �	� ��
��

ν �	� (
���
�<� �
��


ρv �� �	� �
�� ������� 
� �	� �
����
�
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κ2 = π2

12
�� �	� ��
�� �����
�
� �	
�� �
��
� 
� �	� �	�
� �
������
� �
��
�

p(x, y = 0, t) �� �	� 
�
����� �������� 
����� 
� �	� ��
��<� ����
���

������� 1����	�- *��������


$	� �������� ����������
� ������� �� �	� ����
���� ��
� �� �	� 
�
����� ������ ��

���
��� �� p(x, y, t) 
�� �
������ �	� �
�� �5�
��
� �� ��
C�������
�
� ��
��� ����� ��

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− 1

C2
0

∂2

∂t2
)p(x, y, t) = 0 �0�@ 

�	��� C0 �� �	� �
��� ����� �� �	� 
�
����� �������

�� ρ0 �� �	� �
�� ������� 
� �	� 
�
����� ������� �	� �
���
�� �
�����
� 
� y = 0 ��

����� ��

ρ0
∂2u

∂t2
= −∂p

∂y

∣∣∣∣
y=0

�0�A 

������2 )�	�
"������ �..���	,�� �D�	����


$	� ��
���
��
��
� 
� �	� ����
��� �5�
��
� 
�� �	� �������� �5�
��
� 	
� ���� ���������

�� �����
� ,�,�@� 	
����� �
� �
����������� �	� �����
�� ��������
�� 
�� ����
������ #�C

������ �	� ��
��
� !
����� ��
���
��
��
� ����� �5�
��
� �/�, 

FT () =

∫ ∞

−∞
()eiξxdx

���	 ξ 
� �	� �
�� ������ �
��
���� �	� �
��� ������
� �� �
�� ������ �
�
�� �
� ��

������� 
�

f̃(ξ, t) = f0
sin(ξL)

ξL
ej(ω+ξV )t = F (ξ)ej(ω+ξV )t �
� 	
��
��� ���� �
���

f̃(ξ, t) = f0e
j(ω+ξV )t = F (ξ)ej(ω+ξV )t �
� 
 �
��� �
���

�0�*
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�	� ��
���
���� �����
������ �
� �� ������� 
�

Ũs(ξ, t) = Us(ξ)e
j(ω+ξV )t �0�*� 


�� �	� ��
���
���� �������� �
� �� ������� 
�

P̃ (ξ, y, t) = P (ξ, y)ej(ω+ξV )t �0�*� 

$
���� !
����� ��
���
��
��
� 
� �5�
��
� �0�@ 
�� ����� �5�
��
� �0�*� �� ���

(
∂2

∂y2
− ξ2 − j2(ω + ξV )2

C2
0

)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0

(
∂2

∂y2
− ξ2 +

[
ω + ξV

C0

]2
)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0 �0�E 

'������ M(= V/C0) 
� �	� .
�	 ������ 
�� K0(= ω/C0) 
� �	� 
�
����� �
�� �������

�5�
��
� �0�E �
� �� ��������� 
�

(
∂2

∂y2
− {ξ2 − [K0 + ξM ]2}︸ ︷︷ ︸

Ky

)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0

�	��� Ky �� ������ 
�

Ky =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−j
√

ξ2 − (K0 +Mξ)2 for ξ2 > (K0 +Mξ)2

√
(K0 +Mξ)2 − ξ2 for ξ2 < (K0 +Mξ)2

�0�+ 

%����
��� �
���� !
����� ��
���
��
��
� 
� �5�
��
� �0�A 
�� ����� �5�
��
� �0�*� 
��

�5�
��
� �0�*� �� ���

−ρ0(ω + ξV )2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t = −P (ξ, y)

∂y
ej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

�0�B 
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!
� �
��� �������� 
� �	� ����
�� (y = 0)� ��
� �5�
��
� �0�A �� ���

P (ξ, y) = P (ξ, y = 0)e−jKyy

6���� �5�
��
� �0�B ���� �
����� 
�

−ρ0(ω + ξV )2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t = −P (ξ, y = 0)e−jKyy

∂y
ej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

= −P (ξ, y = 0)(−jKy)e
−jKyyej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

= −P (ξ, y = 0)(−jKy)e
j(ω+ξV )t

$	��

P (ξ, y = 0) = −ρ0
(ω + ξV )2

jKy
Us(ξ)

= jρ0
(ω + ξV )2

Ky
Us(ξ) �0�/- 

������4 *��,���� 0�������� �D�	����

$
���� !
����� ��
���
��
��
� 
� �	� ��
�� �5�
��
�� �5�
��
� �0�0 � �� ���

Dsξ
4Us(ξ)e

j(ω+ξV )t − ρvh(ω + ξV )2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t − ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
ξ2(ω + ξV )2Us(ξ)e

j(ω+ξV )t

+ ρvI
ρv
κ2G

Us(ξ)e
j(ω+ξV )t(ω + ξV )4

=

(
1 +

Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2

)
[F (ξ)ej(ω+ξV )t − P (ξ, y = 0)ej(ω+ξV )t]

[
Dsξ

4 − ρvh(ω + ξV )2 − ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
ξ2(ω + ξV )2 + ρvI

ρv
κ2G

(ω + ξV )4
]
Us(ξ)

=

(
1 +

Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2

)
[F (ξ)− P (ξ, y = 0)] �0�// 
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[
Dsξ

4 − ρvh(ω + ξV )2 − ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
ξ2(ω + ξV )2 + ρvI

ρv
κ2G

(ω + ξV )4
]

︸ ︷︷ ︸
����� ����	�
�� ���
���
 = Zm

Us(ξ)

=

(
1 +

Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2

)
︸ ︷︷ ︸

ZF

[F (ξ)− jρ0
(ω + ξV )2

Ky︸ ︷︷ ︸
�������� ����	�
�� ���
���
 = Za

Us(ξ)] �0�/, 

:� ��
��
����� ����� �� ���

Us(ξ) =
ZFF(ξ)

Zm + ZFZa
�0�/0 

�	���

� )�� ����
��� !�.��	��� E.��	��� ?Za@ �� ����� ��

Za = jρ0
(ω + ξV )2

Ky
�0�/@ 

� )�� &�	�� !�.��	��� E.��	��� ?Zm@ 
�

Zm = Dsξ
4−ρvh(ω+ξV )2−ξ2ρv

(
I+

Ds

κ2G

)
(ω+ξV )2+ρvI

ρv
κ2Ḡ

(ω+ξV )4 �0�/A 

� )�� ?ZF @ ��

ZF = 1 +
Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2 �0�/* 

�5�
��
� �0�/0 ����� �	� ��������
� ����
��� �� �	� ���5����� �
�
��� !�
� �	�� �	�
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$	� ���� 
���
��� �
��� ��������� �� ����� �� .
��� 
�� ���
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�

Ī =
1

T

∫ T

0

PV dt or Ī =
1

2
Re[PU̇∗

s (ξ, t)]

�	���

Ī �� �	� ���� 
���
��� �
��� ���������

P �� �	� �
��� �������� 
� �	� ��
�� ����
��

U̇∗
s (ξ, t) �� �	� ��
�� ����
�� ���
���� 
� �
�=��
��
�


��

U̇s(ξ) =
dUs(ξ)

dt
= j(ω + ξV )Us(ξ) �0�/E 

�� 
���� �
 ��� �	� �
�
� 
�
����� �
��� �Π � �	� ����
�� 
�
����� ��������� ����������
�

����� �
 �� ������
��� 
��� �	� ������� �����	 
� �	� ��
�� 
�

Π =

∫ ∞

−∞

1

2
Re[P (ξ, y = 0, t)U̇∗

s (ξ, t)]dξ

��
� ������������ �	� �
��� �������� ����� �5�
��
� �0�/- 
�� �
����
���� �	� ����
��

���
���� ����� �5�
��
� �0�/E � �	� �
��� �
��� �
��
��� ��� ���� ����	 
� �	� ��
�� �
�

�� ��������� 
� ��������� �� #������� C # �
 �����

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ∞

−∞

(ω + ξV )3

Ky
|Us(ξ)|2dξ

]
�0�/+ 

>������� �	� ����� �
 ����
��� �
��
� 
� �	� �
���� �

�� �	� ������ ���	�� �	��	 Ky ��

��
� �� ����� ��

ξ1 =
−K0

1 +M
≤ ξ ≤ ξ2 =

K0

1−M

$	�� 
��
�� �� �
 ������� �	� ��������
� �
� �	� �
��� �
��� 
� �5�
��
� �#�/* ����
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�

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ξ2

ξ1

(ω + ξV )3

Ky

|Us(ξ)|2dξ
]

�0�/B 

$	�� �
������� �	� �
����
��
� 
� 
� ��������
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�
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�
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 �	� �
����� H �
���� 
F 
� 
� 
����
���

������3 ��������
���	��8	����

�� 
���� �
 ������� �	� �������
� �������� �	� �
����� 
� �
�C�������
�
� �
�
������ 
�

��������� �� #������� C 4 �� ����� #������� �	
� �	� �
���� �

� 
������ �� 
 ����
����

����������� ���� �
���� ������ �� �5�
��
� �0�/ �� ��� �	� �
�C�������
�
� �
��� �
���


�1

W =

∫ ζ2

ζ1

α3β

∣∣∣∣ZF
sin(ζK0L)

ζK0L

∣∣∣∣2|D|−2dζ �0�,- 

�	���

ζ1 =
−1

1 +M
≤ ζ ≤ ζ2 =

1

1−M

α = 1 +Mζ

β =
√

α2 − ζ2

D = β(D1 −D2 +D3) + jD4

�	��� �	� ��������
� �
� D1, D2, D3, D4 
�� ZF �
� 
 $��
�	���
C.������ ��
�� 
�� 
�

�����

ZF = 1 +
2(1 + ν)γ4

κ2

(
C0

CL

)2[
ζ2 −

(
C0

CL

)2

α2

]
D1 = γ4ζ4

D2 = α2

[
1 + [1 +

2(1 + ν)

κ2
]γ4ζ2

(
C0

CL

)2]

D3 =
2(1 + ν)

κ2
α4γ4

(
C0

CL

)4

*+
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D4 = ZF
α0α

2

γ2
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$	� ��������
� �������
� 
� �	� 9

���� 
���
�� 
� ��������� �� �����
� 0�,�,�/ �� ���������

$
 �
��� 
 ��
� 9
�� 
 ����
��� ��
� 9
� 
� ����� U � �
���� �� �	� �
������ x �������
�

�� �
�������� �
 �� ������� �� �	� �
��� 
� ���� �� !����� 0�,�

������� 0�������� �D�	����

%���� �	� ��������
� �������
� 
� �	� ��
���� 	
� �
� ���� 
������ ��
� �	
� ������ ��

�����
� 0�,�,�/ �	� �����
� �5�
��
� ���� 	����� �� �	� �
�� 
� �5�
��
� �0�0 ���

Ds
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρvh

∂2u(x, t)

∂t2
− ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+ ρvI

ρv
κ2G

∂4u(x, t)

∂t4

=

(
1− Ds

κ2Gh

∂2

∂x2
+

ρvh
2

12κ2G

∂2

∂t2

)
[f(x, t)− p(x, y = 0, t)] �0�,/ 

�	���

u(x, t) �� �	� ��
������� �����
������ 
� �	� ��
��

Ds =
Eh3

12(1−ν2)
�� �	� 9����
� �������� 
� �	� ��
��

E �	� ��
���� �
�����

G = E
2(1+ν)

�� �	� �	�
� �
�����

I = h3

12
�� �	� ��
�� �����
�
� �
���� 
� ������
 ��� ���� ����	

h �� 	���	� 
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��

ν �� �	� (
���
�<� �
��
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κ2 = π2

12
�� �	� ��
�� �����
�
� �	
�� �
��
� 
� �	� �	�
� �
������
� �
��
�

p(x, y = 0, t) �� �	� 
�
����� �������� 
����� 
� �	� ��
��<� ����
���

������� 1����	�- *��������

$
 
��
��� �
� �	� �������� 
� ������� �	� 
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∂2

∂x2
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∂2

∂y2
− 1

C2
0

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)2]
p(x, y, t) = 0 �0�,, 
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∂x
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u = −∂p
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Us(ξ) =
ZFF(ξ)

Zm + ZFZa
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P (ξ, y = 0) =
jρ0(ω + ξ[V − U ])2

Ky

Us(ξ) �0�,A 
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(ω + ξ[V − U ])2
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Zm = Dsξ
4−ρvh(ω+ξ[V −U ])2−ξ2ρv

(
I+

Ds

κ2G

)
(ω+ξ[V −U ])2+ρvI

ρv
κ2G

(ω+ξ[V −U ])4

�0�,E 

�	� ZF ��

ZF = 1 +
Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξ[V − U ])2 �0�,+ 
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−j
√

ξ2 − (K0 + M̄ξ)2 for ξ2 > (K0 + M̄ξ)2

√
(K0 + M̄ξ)2 − ξ2 for ξ2 < (K0 + M̄ξ)2
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Ī =
1

T

∫ T

0

PV dt or Ī =
1

2
Re[PU̇∗

s (ξ, t)] �0�0- 
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Ī �� �	� ���� 
���
��� �
��� ���������

P �� �	� �
��� �������� 
� �	� ��
�� ����
��

E0



�	
���� 0 !�

���� #���
��

U̇∗
s (ξ, t) �� �	� ��
�� ����
�� ���
���� 
� �
�=��
��
�

U̇s(ξ) =
dUs(ξ)

dt
= j(ω + ξ[V − U ])Us(ξ) �0�0/ 

�� 
���� �
 ��� �	� �
�
� 
�
����� �
��� �Π � �	� ����
�� 
�
����� ��������� ����������
�

�
� �� ������
��� 
��� �	� ������� �����	 
� �	� ��
�� 
�
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∫ ∞
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1

2
Re[P (ξ, y = 0, t)U̇∗

s (ξ, t)]dξ
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Π =
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4π

Re

[ ∫ ∞
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(ω + ξ[V − U ])3

Ky
|Us(ξ)|2dξ
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ξ1 =
−K0

1 + M̄
≤ ξ ≤ ξ2 =

K0

1− M̄
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Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ξ2

ξ1

(ω + ξ[V − U ])3

Ky
|Us(ξ)|2dξ

]
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W =

∫ ζ2

ζ1

α3β

∣∣∣∣ZF
sin(ζK0L)

ζK0L

∣∣∣∣2|D|−2dζ �0�0@ 
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ζ1 =
−1

1 + M̄
≤ ζ ≤ ζ2 =

1

1− M̄

α = 1 + M̄ζ

β =
√

α2 − ζ2

D = β(D1 −D2 +D3) + jD4

ZF = 1 +
2(1 + ν)γ4

κ2

(
C0

CL

)2[
ζ2 −

(
C0

CL

)2

α2(1− ν2)

]
D1 = γ4ζ4

D2 = α2

[
1 + [1 +

2(1 + ν)

κ2(1− ν2)
]γ4ζ2

(
C0

CL

)2

(1− ν2)

]

D3 =
2(1 + ν)

κ2
α4γ4

(
C0

CL

)4

(1− ν2)

D4 = ZF
α0α
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γ2
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Ds
∂4u(x, t)

∂x4
+Q

∂2u(x, t)

∂x2
+ ρvh

∂2u(x, t)

∂t2
− ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+ ρvI

ρv
κ2G

∂4u(x, t)

∂t4

=

(
1− Ds

κ2Gh

∂2

∂x2
+

ρvh
2

12κ2G

∂2

∂t2

)
[f(x, t)− p(x, y = 0, t)] �0�0A 
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∂x2
+
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− 1

C2
0
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∂t2
)p(x, y, t) = 0 �0�0* 
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= −∂p

∂y

∣∣∣∣
y=0

�0�0E 

��2���2 )�	�
"������ �..���	,�� �D�	����


$	� ��
���
��
��
� 
� �	� ����
��� �5�
��
� 
�� �	� �������� �5�
��
� 	
� ���� ���������

�� �����
� ,�,�@� 	
����� �
� �
����������� �	� �����
�� ��������
� 
�� ����
����� 	����

#������� �	� ��
��
� !
����� ��
���
��
��
� ����� �5�
��
� �/�, 

FT () =

∫ ∞

−∞
()eiξxdx

E+



0�@ !�

���� #���
�� ���=����� �
 ����
�� >

����

���	 ξ 
� �	� �
�� ������ �
��
���� �	� �
��� ������
� �� �
�� ������ �
�
�� �
� ��

������� 
�

f̃(ξ, t) = f0
sin(ξL)

ξL
ej(ω+ξV )t = F (ξ)ej(ω+ξV )t �
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f̃(ξ, t) = f0e
j(ω+ξV )t = F (ξ)ej(ω+ξV )t �
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Ũ(ξ, t) = U(ξ)ej(ω+ξV )t �0�0+� 
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(
∂2

∂y2
− ξ2 − j2(ω + ξV )2

C2
0

)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0

(
∂2

∂y2
− ξ2 +

[
ω + ξV

C0

]2
)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0 �0�0B 
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(
∂2

∂y2
− {ξ2 − [K0 + ξM ]2}︸ ︷︷ ︸

Ky

)P (ξ, y)ej(ω+ξV )t = 0
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−j
√

ξ2 − (K0 +Mξ)2 for ξ2 > (K0 +Mξ)2

√
(K0 +Mξ)2 − ξ2 for ξ2 < (K0 +Mξ)2
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−ρ0(ω + ξV )2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t = −P (ξ, y)
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ej(ω+ξV )t
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P (ξ, y) = P (ξ, y = 0)e−jKyy

6���� �5�
��
� �0�@/ ���� �
����� 
�

−ρ0(ω + ξV )2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t = −P (ξ, y = 0)e−jKyy

∂y
ej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

= −P (ξ, y = 0)(−jKy)e
−jKyyej(ω+ξV )t

∣∣∣∣
y=0

= −P (ξ, y = 0)(−jKy)e
j(ω+ξV )t

$	��

P (ξ, y = 0) = −ρ0
(ω + ξV )2

jKy
Us(ξ)

= jρ0
(ω + ξV )2

Ky
Us(ξ) �0�@, 

��2���4 *��,���� 0�������� �D�	����

$
���� !
����� ��
���
��
��
� 
� �	� ��
�� �5�
��
�� �5�
��
� �0�0A � �� ���

Dsξ
4Us(ξ)e

j(ω+ξV )t −Qξ2Us(ξ)e
j(ω+ξV )t − ρvh(ω + ξV )2Us(ξ)e

j(ω+ξV )t

− ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
ξ2(ω + ξV )2Us(ξ)e

j(ω+ξV )t + ρvI
ρv
κ2G

(ω + ξV )4Us(ξ)e
j(ω+ξV )t

=

(
1 +

Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2

)
[F (ξ)ej(ω+ξV )t − P (ξ, y = 0)ej(ω+ξV )t]

+-
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[
Dsξ

4 −Qξ2 − ρvh(ω + ξV )2 − ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
ξ2(ω + ξV )2 + ρvI

ρv
κ2G

(ω + ξV )4
]
Us(ξ)

=

(
1 +

Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2

)
[F (ξ)− P (ξ, y = 0)] �0�@0 

!��
��� ����� �	� ��
���
���� 
�� �
������ 
�
����� �
���
�� �
�����
� 
� ������ ��

�5�
��
� �0�@, �� �	� ��
���
���� �5�
��
�� �5�
��
� �0�@0 ������� �


[
Dsξ

4 −Qξ2 − ρvh(ω + ξV )2 − ρv

(
I +

Ds

κ2G

)
ξ2(ω + ξV )2 + ρvI

ρv
κ2G

(ω + ξV )4
]

︸ ︷︷ ︸
����� ����	�
�� ���
���
 = Zm

Us(ξ)

=

(
1 +

Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2

)
︸ ︷︷ ︸

ZF

[F (ξ)− jρ0
(ω + ξV )2

Ky︸ ︷︷ ︸
�������� ����	�
�� ���
���
 = Za

Us(ξ)] �0�@@ 

:� ��
��
����� ����� �� ���

Us(ξ) =
ZFF(ξ)

Zm + ZFZa
�0�@A 

�	���

� )�� ����
��� !�.��	��� E.��	��� ?Za@ �� ����� ��

Za = jρ0
(ω + ξV )2

Ky
�0�@* 

� )�� &�	�� !�.��	��� E.��	��� ?Zm@ 
�

Zm = Dsξ
4−Qξ2−ρvh(ω+ ξV )2− ξ2ρv

(
I+

Ds

κ2G

)
(ω+ ξV )2+ρvI

ρv
κ2G

(ω+ ξV )4

�0�@E 

� )�� ?ZF@ ��

ZF = 1 +
Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2 �0�@+ 

+/
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��� ?��	 �	� ��������
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��� �
� �� �
����
���� ?�

�	
�� �
� ������� �	� ���	
�
�
�� 
� ������ �	� �
�
� 
�
����� �
����

��2���6 )��	� ����
��� &����

$	� ���� 
���
��� �
��� ��������� �� ����� �� .
��� 
�� ���
�� �/B*+ 
�

Ī =
1

T

∫ T

0

PV dt or Ī =
1

2
Re[PU̇∗

s (ξ, t)]

�	���

Ī �� �	� ���� 
���
��� �
��� ���������

P �� �	� �
��� �������� 
� �	� ��
�� ����
��

U̇∗
s (ξ, t) �� �	� ��
�� ����
�� ���
���� 
� �
�=��
��
�


��

U̇s =
dUs(ξ)

dt
= j(ω + ξV )Us(ξ) �0�@B 

�� 
���� �
 ��� �	� �
�
� 
�
����� �
��� �Π � �	� ����
�� 
�
����� ��������� ����������
�

����� �
 �� ������
��� 
��� �	� ������� �����	 
� �	� ��
�� 
�

Π =

∫ ∞

−∞

1

2
Re[P (ξ, y = 0, t)U̇∗

s (ξ, t)]dξ

��
� ������������ �	� �
��� �������� �5�
��
� �0�@, 
�� �
����
���� �	� ����
�� ���
����

����� �5�
��
� �0�@B � �	� �
��� �
��� �
��
��� ��� ���� ����	 
� �	� ��
�� �
� ��

��������� 
� ��������� �� #������� C # �
 �����

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ∞

−∞

(ω + ξV )3

Ky
|Us(ξ)|2dξ

]
�0�A- 

>������� �	� ����� �
 ����
��� �
��
� 
� �	� �
���� �

�� �	� ������ ���	�� �	��	 Ky ��
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��
� �� ����� ��

ξ1 =
−K0

1 +M
≤ ξ ≤ ξ2 =

K0

1−M

$	�� 
��
�� �� �
 ������� �	� ��������
� �
� �	� �
��� �
��� 
� �5�
��
� �#�/* ����

#������� C # �
� ���
���� �����
��
� ����
����� ���
� 
�

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ξ2

ξ1

(ω + ξV )3

Ky
|U(ξ)|2dξ

]
�0�A/ 

$	�� �
������� �	� �
����
��
� 
� 
� ��������
� �
� �	� �
�
� 
�
����� �
��� �
� 
 9

����


���
�� ���=����� �
 �	� �
����� H �
���� 
F 
� 
� 
����
�� �� �	� �������� 
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�����

��2���3 ��������
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�� 
���� �
 ������� �	� �������
� �������� �	� �
����� 
� �
�C�������
�
� �
�
������ 
�

��������� �� #������� C 4 �� ����� #������� �	
� �	� �
���� �

� 
������ �� 
 ����
����

����������� ���� �
���� ������ �� �5�
��
� �0�/ �� ��� �	� �
�C�������
�
� �
��� �
���


�1

W =

∫ ζ2

ζ1

α3β

∣∣∣∣ZF
sin(ζK0L)

ζK0L

∣∣∣∣2|D|−2dζ �0�A, 

�	���

ζ1 =
−1

1 +M
≤ ζ ≤ ζ2 =

1

1−M

α = 1 +Mζ

β =
√

α2 − ζ2

D = β(D1 −D2 +D3 −D5) + jD4

+0
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���� 0 !�

���� #���
��


�� �	� ��������
� �
� D1, D2, D3, D4, D5 
�� ZF �
� 
 $��
�	���
C.������ ��
�� 
��

ZF = 1 +
2(1 + ν)γ4

κ2

(
C0

CL

)2[
ζ2 −

(
C0

CL

)2

α2(1− ν2)

]
D1 = γ4ζ4

D2 = α2

[
1 + [1 +

2(1 + ν)

κ2(1− ν2)
]γ4ζ2

(
C0

CL

)2

(1− ν2)

]

D3 =
2(1 + ν)

κ2
α4γ4

(
C0

CL

)4

(1− ν2)

D4 = ZF
α0α

2

γ2

D5 =
Q

ρvh
(
ζ2

C2
0

)

"������
� �
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�
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��� ��
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�� ������������ ��C
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� 	
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�
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� �F����� ����
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�� ����C
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�
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� 
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�� �� �
�� �
��������

'��
��� 
�
����� 
� ��
���� ���������� 	
� 
���
���� ���	 
������
� ��
� ����
��	���

�
� �
�� ��
��� $	� ��
���� 
�
�� ��
� �	� 
�����
��
� �	
� 
 ��������� ���=�����

�
 �
���� �

�� �
� ��	���� 	��	�� ��9����
�� 
�� �������� �	
� �	
�� �
� ��
��� �

���

$
�
�� �	� 
�
����� 
� �
���� �

� ��
���� �� 
�����
��� �
� �
��
�� ����������� 
����C

�
��
�� ���	 
� 	��	 ����� ��������� �������� �
������� ��
���
��
��
�� 9��� 9
� �������
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��
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� ��������
� ����
��� �� ����� �� �5�
��
�

�0�/0 �	��	 �� ��������� 
�

Us(ξ) =
ZFF(ξ)

Zm + ZFZa

�0�A0 

�	���

� )�� ����
��� !�.��	��� E.��	��� ?Za@ �� ����� ��

Za =
jρ0(ω + ξV )2

Ky

� )�� &�	�� !�.��	��� E.��	��� ?Zm@ 
�

Zm = Dsξ
4 − ρvh(ω+ ξV )2 − ξ2ρvI

(
1+

Dsρv
κ2G

)
(ω+ ξV )2 + ρvI

ρv
κ2Ḡ

(ω+ ξV )2

� )�� ?ZF@ ��

ZF = 1 +
Ds

κ2Gh
ξ2 − ρvh

2

12κ2G
(ω + ξV )2

��4���� ��������
���	��8	����

�� 
���� �
 ������� �	� �������
� �������� �	� �
����� 
� �
�C�������
�
� �
�
������ ��

����� ����� �5�
��
� �0�A0 
�� �
�C�������
�
������ �� ��� 
� ��������
� �
�

Displacement of plate [Us(ζ)] =
E

f0h
U(ξ)

Strength of external force [F (ζ)] =
F (ξ)

f0

K0h =

[
K0

KB

]2[
12ρvC

2
0

E

]1/2

+E
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Us(ζ) =
E

f0h
Us(ξ) =

E

f0h

ZFF (ξ)

(Zm + ZFZa)

=
F (ζ)A(ζ)

B(ζ) + A(ζ)C(ζ)
�0�A@ 

�	���

F (ζ) = f0
sin(K0ζL)

K0ζL
= f0

sin[(K0h)ζ(L/h)]
(K0h)ζ(L/h)

�
� 	
��
��� ���� �
���

F (ζ) = f0 �
� 
 �
��� �
���

A(ζ) = 1 +

(
1 + ν

6κ2

)
(K0h)

2ζ2 −
(
1 + ν

6κ2

)(
C0

CL

)2

(K0h)
2H(ζ)

B(ζ) =
Zm

E/h

=
1

12
(K0h)

4ζ4 −H(ζ)

(
C0

CL

)2

(K0h)
2

[
1 +

(K0h)
2

12

(
1 +

2(1 + ν)

κ2

)
ζ2
]

+
(1 + ν)

6κ2

(
C0

CL

)4

(K0h)
4H(ζ)2 − Q

ρvh
(
ζ2

C2
0

)(K0h)
2

C(ζ) =
Za

E/h

= j
H(ζ)√

H(ζ)− ζ2

(
C0

CL

)2
ρ0
ρv

(K0h)

H(ζ) = (ζM + 1)2
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ρm(Density of Medium) 7800 1.24 kg/m3
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>��

p = Re(p̂e−jωt) �#�/ 


��

v = Re(v̂e−jωt) �#�, 

�� ��
 ���	 5�
�������� $	�� �	� ���� 
���
�� 
� �	��� ��
���� ��

[p(t)v(t)]av = |p̂||v̂|[cos(ωt− φp)cos(ωt− φt)]av �#�0 

�	��� φp 
�� φv 
�� �	
��� 
� p̂ 
�� v̂ ������������� $	� ����
�
������ ��������

cos(A)cos(B) =
1

2
[cos(A +B) + cos(A−B)] �#�@ 
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[p(t)v(t)]av =
1

2
|p̂||v̂|cos(φp − φv) �#�A 
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[p(t)v(t)]av =
1

2
|p̂||v̂|Re(ei(φp−φv)) �#�* 

�	��	 �� ���� �
� �� �������

[p(t)v(t)]av =
1

2
Re(p̂v̂∗) �#�E 
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��������� ����������
�� Ī(x) �� ����� 
�

Ī =
1

T

∫ T

0

PV dt �#�+ 
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��
� �#�E �	� ���� 
���
��� ����
�� �
��� ��������� ����������
� �� ����� 
�

Ī =
1

2
Re[PU̇∗(ξ, t)] �#�B 

�	��� P �� �	� �
��� �������� 
� �	� ��
� H ��
�� ����
��� U̇∗(ξ, t) �� �	� ��
� H ��
��

����
�� ���
���� 
� �
�=��
��
�� 6����

U̇(ξ, t) =
dU(ξ)

dt
= j(ω + ξV )U(ξ) �#�/- 
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��� �	� ������� �����	 
� �	� ��
� H��
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�

Π =

∫ ∞

−∞

1

2
Re[P (ξ, y = 0, t)U̇∗(ξ, t)]dξ �#�// 

�� �	�� �������� �
��� �
��� ��� ���� ����	 �� �
����
��� �� �	� 
��
 
� �
�� ������ �


���

Π =

∫ ∞

−∞

1

4π
Re[P (ξ, y = 0, t)U∗(ξ, t)]dξ �#�/, 

��
� ������������ �	� ������� �
��� �������� �5�
��
� ��� �5�
��
� �0�/- 
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����
�C

��� �	� ����
�� ���
���� ����� �5�
��
� �#�/- � �	� �
��� �
��� �
��
��� ��� ���� ����	


� �	� ��
� H��
�� �� ����� 
�

Π =
1

4π
Re

[ ∫ ∞

−∞
j
ρ0(ω + ξV )2

Ky
U(ξ)j(ω + ξV )U∗(ξ)dξ

]
�#�/0 

$	�� �
� �� ��������� 
�

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ∞

−∞

(ω + ξV )3

Ky
|U(ξ)|2dξ

]
�#�/@ 

>������� �	� ����� �
 ����
��� �
��
� 
� �	� �
���� �

�� �	� ������ ���	�� �	��	 Ky ��

��
� �� ����� ��

ξ1 =
−K0

1 +M
≤ ξ ≤ ξ2 =

K0

1−M
�#�/A 

$	�� 
��
�� �� �
 ������� �	� ��������
� �
� �	� �
��� �
��� 
�

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ξ2

ξ1

(ω + ξV)3

Ky
|U(ξ)|2dξ

]
�#�/* 
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1�) �� ��%$ ��� "��9"��� ��$��
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��G� 
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��� 
�� ���� �
 �	� �
��
����1

� �������� 
�� �	� ����������� 
�� ��������� �
��
����2
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�	 
� �	�� ���	 
 5�
����� ��
��� ���
���� �
 
 �	
�
��������� ���� 
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�K����� 
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� �����
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Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ξ2

ξ1

(ω + ξV )3

Ky

|U(ξ)|2dξ
]

�4�/ 

)�������� �5�
��
� �4�/ ���������� �� ���

Π =
ρ0
4π

Re

[ ∫ ξ2

ξ1

(ω + ξV )3

Ky

∣∣∣∣ ZFF (ξ)

Zm + ZFZa

∣∣∣∣2dξ
]

�4�, 

$
 �
��������
�
���� �� ��� �	� �
��
���� �
��������
�
� �
�
������

Wavenumber variable (ζ) =
Wavenumber variable (ξ)

Acoustic wavenumber (K0)
�4�0 

/+-
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�

Free bending wavenumber (KB) =

[
12ρvω

2

Eh2

] 1
4

�4�@ 

Wavenumber ratio (γ) =
K0

KB

�4�A 

Longitudinal wave speed (CL) =

√
E

ρv
�4�* 

F luid loading parameter (α0) =
ρ0CL√
12 ρvC0

�4�E 

Power per unit width (W ) =
4πω(ρvh)

2

ρ0f 2
0

Π �4�+ 

Displacement of plate (Us(ζ)) =
E

f0h
Us(ξ) �4�B 

Strength of external force (F (ζ)) =
F (ξ)

f0
�4�/- 

6���� ����� �5�
��
� �4�,- �� ���

dξ = K0dζ


�� (ω + ξV ) �
� �� ��C������� 
�

(ω + ξV ) = (K0C0 +K0ζMC0)

= K0C0(1 +Mζ)

%����
��� Ky �
� �� ��C������� 
�

Ky =
√

(K0 +Mξ)2 − ξ2

=
√

(K0 +MK0ζ)2 − (K0ζ)2

= K0

√
(1 +Mζ)2 − ζ2

����
������ ��� �
��������
�
����� �
���
��� 
� α = (1+Mζ) 
�� β =
√

α2 − ζ2 �	��

Ky = K0β �4�// 

/+/
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2���� 0�������� ZF

$	� �
�
����� ZF �� ����� ��

ZF = 1 +
ĒI

κ2Ḡh
ξ2 − ρvh

2

12κ2Ḡ
(ω + ξV )2 ... T imoshenko beam

ZF = 1 ... Rayleigh beam

ZF = 1 +
ĒI

κ2Ḡh
ξ2 ... Shear beam

ZF = 1 ... Euler −Bernoulli beam

$	� �
��������
�
� �
�
����� �ZF  �
� $��
�	���
 ��
� �� ����� ��

ZF = 1 +
ĒI

κ2Ḡh
ξ2 − ρvh

2

12κ2Ḡ
(ω + ξV )2

= 1 +
E(i+ ηj)2(1 + ν)I

κ2E(1 + ηj)h
(K0ζ)

2 − ρvh
22(1 + ν)

12κ2E(1 + ηj)
(ω + ξV )2

= 1 +
2(1 + ν)h3

12κ2h
(K0ζ)

2 − ρvh
22(1 + ν)

12κ2E(1 + ηj)

[
C0(

ω

C0
+

K0

C0
ζV )

]2
= 1 +

h22(1 + ν)

12κ2
(K0ζ)

2 − h22(1 + ν)

12κ2

ρv
E(1 + ηj)

[
C0(K0 +K0ζM)

]2
= 1 +

h22(1 + ν)

12κ2
(K0ζ)

2 − h22(1 + ν)

12κ2

1

(1 + ηj)

(
C0

CL

)2[
K0(1 + ζM)

]2

$	��

ZF = 1 +
h2(1 + ν)

6κ2

[
(K0ζ)

2 − 1

(1 + ηj)

(
C0

CL

)2

(K0α)
2

]
�4�/, 

4��

γ4 =

[
K0

KB

]4
= K4

0

Eh2

12ρvω2
=

h2

12
(
E

ρv
)(
K2

0

ω2
)K2

0

=
h2
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